9. cviceni - TeSeni

Priklad 1 (a)

fz) = ||
Defini¢éni obor f
D(f)=R

Derivace f
—x, x € (—00,0)
Plati, ze f(z) =<0, x=0
z, x€(0,00).
Pocitejme f’ na intervalech (—oo,0) a (0,00) zvlast. Na zavér vyfesime bod 0.
Pro z € (—00,0) plati:

Pro z € (0, 00) plati:

flz)=2a"=1
V bodé 0 spoctéme nejdiive jednostranné derivace. Funkce f je v 0 zleva i zprava spojita, tedy
dle Véty 3.27 o jednostranné derivaci plati, ze f/(0) = limy—o— f'(z) = limy—o- —1 = —1 a f,(0) =

lim, 04 f/(2) = limg—04+ 1 = 1.
V bodé 0 ma funkce f pouze jednostranné derivace, neb se neshoduji.

Defini¢ni obor [’

D(f") = R\ {0}
Priklad 1 (b)
f(x) = min{x?, —2? + 3z}

Definiéni obor f
D(f)=R

Derivace f
Nejdfive zjistéme, jak ta funkce vlastné ,,vypada“. Tj. vySetfeme, na kterych intervalech je ktera z
funkci v minimu vétsi. ReSme tedy néasledujici nerovnost.

2 < —2®+ 3z
222 — 3z <0
z(2x —3) <0

3
- = 0

Resenim nerovnosti jex € (0, %) 7 toho dostavame nasledujici.

B 33'2, x € (07%)
fz) = {$2+3x, zeR\ (0,3)
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Pocitejme tedy f’ na intervalech (O, %) , (—00,0), (%, oo) zvlast a pak vyfeSme body 0 a %

Pro x € (0, %) plati:

f(z) = (1‘2)/ = 2z.

Pro z € (—00,0) U (2, 00) plati:

fl(x) = (—2® 4 32)" = —22 + 3.

Opét dle Véty 3.27 o jednostranné derivaci plati nsaledujici.
f1(0) = limy 04 f'(2) = limg—04 22 =0

f2(0) = limgo— f'(z) = limy—0- —224+3 =3

Fi(3) =lim, s, f'(2) =lim, s, —22+3=0

fL(3) = limx_%_ f(z) = limx_%_ 2 =3

Jednostranné derivace se neshoduji, tedy derivace jako takové v danych bodech neexistuji.

Definiéni obor f’

D(f") =R\ {0,3}

Priklad 1 (c)

f(z) = |log |x|]
Defini¢éni obor f
D(f) =R\ {0}

Derivace f
Nejdfive vySetfime funkci. Z definice absolutni hodnoty plyne, Ze:

log x, x € [1,00)
) —loguz, xz € (0,1)
J@) = —log(—z), z€(-1,0)

log(—z), @€ (—o0,—1]
Pocitejme na intervalech zvlast.

ve(l,00) = f(x) = (loga) =

ze(0,1) = f(z)=(—logz) = _%

ze(-1,0) = fl(z)=(— log(—x))/ = __L:U (=) = % (—1) = _%
T € (—OO, —1) £ f/(af) = (log(_m))’ — _Lx . (_x)/ _ %

Déle plati dle Véty 3.27 o jednostranné derivaci:
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o= tm f@)= I =1
it = Im f0 = Jm, —p =1
FL0) = lim ()= tm > = oo
£10) = Jim f(a) = lim 7 = oo
fL) = lim f(o) = lim ——=-1

F(1) = lim f(@) = lim ~ =1

r—1+ z—1+ T

V bodech {—1,0,1} jednostranné derivace bud neexistuji (vychazeji nekone¢no) nebo nevychazeji
stejné. Proto ve zminénych bodech derivace neexistuji.

Defini¢ni obor f’

Piiklad 1 (d)

Definiéni obor f(x) = eloglz|
D(f) =R\ {0}

Vsimnéme si, Ze na defini¢nim oboru lze funkei piepsat jako f(z) = |z|

Pak f(z) = {—w, x € (—00,0)

z, x€(0,00).

Derivace f

Defini¢ni obor [’

D(f") = R\ {0}

Piiklad 1 (e)

Defini¢ni obor f(z) = L x € (—00,0]
log(1+z) z € (0,00).

D(f)=R

Derivace f
Derivujeme pouze na otevienych intervalech, krajni bod vyfesime zv1ast.

) — 1, z€(—00,0)
@ {l—l-lr x € (0,00).

V nule vySetfeme z definice:

f1(0) = lim F0+h) - f(0) — lim log(1 + h) —log(1) — lim log(1 + h) mama tim

1
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
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S fO+R) = f0)  0+h-0  h
=0 = hlif(l)l— N h1—1>r(I)1+ h hl—>0+ Rl

Tedy limita v nule je rovna jedné (protoZe se jednostrané limity rovnaji).

Definiéni obor f’
D(f) =R

Priklad 2 (a)

Definiéni obor f(z) = loéx

Zlomek = logz #0 — x #1
Logaritmus =— x > 0.

Tedy D(f) = (0,1) U (1, 00).

Derivace f
1
Z

reD(f) = [(0) = (iks) =~y (oma) = 3,

Defini¢ni obor f’

Derivace je definovana na celém D(f).
Priklad 2 (b)

Definiéni obor f(z) = cos? (23 — z + 2)
Ziejmé D(f) =R.

Derivace f
Derivujeme dle slozené funkce.

(cosg($3—x+2))/:9-cosg(a: —z+2) - (cos (z° —x+2))
=9cos®(2® — 2 +2) - (—sm(x —x+2))-(x —:E-|-2)
3

=9(32> — 1) cos®(z® — 2+ 2) - (—sin (z° — 2+ 2))
Definiéni obor f’
Ziejmé D(f") =R.
Priklad 2 (c)

Definiéni obor f(x) = sin(sin(sinz)))
Ziejmé D(f) = R.

Derivace f

Opét derivujeme jako sloZzenou funkei.

(sin(sin(sinz))))’ = cos(sin(sinx))) - (sin(sinx)))’ = cos(sin(sin x))) - cos(sinz) - (sinz)’ =

= cos(sin(sinz))) - cos(sinx) - cos
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Defini¢ni obor f’
Ziejmé D(f") = R.

Piiklad 2 (d)

Definiéni obor f(x) = 2log i;ﬁ

Zlomek = 241 # 0, coZ je splnéno.
2
Logaritmus = %71 >0 = (z—1)(z+1) >0 = z € (—o00,—1) U (1,00).

2+

Tedy D(f) = (—o0,—1) U (1,00).

Derivace f

(ngiz_l)/_ 2 <x2—1>’: 2 (2=1) (@+1) = (2 —1) (2 +1)" _

—22—1 \ 2 2_ 2
1 §2+i x4 +1 ;2+} (x2+1)
2% +1) 2x(2*+1)—(2*—1)-20 2 22342z —22%+22 8z
x?—1 (22 +1)2 221 x?+1 (22 =) (22 +1)

Defini¢ni obor f’
Defini¢ni obor spoc¢teného vyrazu je z € R\ {—1,1}. Tedy derivace je definovana na D(f). Tedy
D(f") = D(f) = (-0, =1) U (1, 0).

Priklad 2 (e)

2

Definiéni obor f(x) = sin® x — sin(z?)

Ziejmé D(f) = R.

Derivace f

(sim2 x — sin(:c2))l = 2sinz - (sinz) — cos(z?) - (m2)/ =

= 2sinz - cosz — cos(z?) - 2z = sin(2z) — 2z cos(z?)

Definiéni obor f’
Ziejmé D(f") =R.

Piiklad 2 (f)

Definiéni obor f(z) = log(log?(log®(z)))

Postupujme zevnitf pii ur¢ovani podminek.

log®(z) = >0

log?(log®(x)) = log®(z) >0 = log(z) >0 = = >1

log(log?(log3(z))) = log*(log®(z)) > 0 == log(log®(z)) # 0 = log®(z) #1 = log(x) #
1l = z#e

Tedy D(f) = (1,e) U (e, o0)

Derivace f
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(log(log? (log*(x))))’ = M - (log?(log*(x)))' = lg(llgg()) 2log(log¥(x)) - (log(log*(z)))’ =
3 Joe(x
_ 2log(log”(z)) _ (log?’(a:)), 2 3 - log”(x) - (log(z)’ 6

log?(log*(x))  log? () " log(log®(z))  log’(x) " log (log(x)) - log() -

Definiéni obor f’

Ziejmé musi byt splnéno nésledujici:
x#0

logr 20 = z#1

log(log3(z)) #0 = log®(2) #1 = z #e
Ziejmé tedy D(f") = D(f) = (1,e) U (e, 00).

Priklad 2 (g)

Definiéni obor f(x) = max{—22,2z — 3}

Ziejms D(f) = R.

Dale plati nasledujici.

—22>20 -3 &= 22+20-3<0 &= (@+1)?-4<0 <= (+1)2?<4 <= |2+1] <2 =
z € [—3,1]

Tedy: f(z) = {

—x2, r € [-3,1],
2r —3, x € (—o0,—3)U(1,00)

Derivace f

Klasickym zptusobem (aritmetika limit, znamé vzorce atd.) lze pocitat derivaci pouze na mnoZinach
(—o00,—3),(—3,1),(1,00). V bodech —3,1 je tfeba pouzit Véty 3.27 o jednostranné derivaci (v téchto
bodech se funkce z jedné a druhé strany chova jinak. proto se pocitaji nejdiive jednostranné derivace a
pokud by vysly stejné, tak tam mame i derivaci).

r € (—00,—-3)U(l,00) = fl(z)=(2r—-3) =2
re(=3,1) = fl(z)=(-2?) = -2z

fr(=3) 22T i fl(z)= lim 2=2

T——3— ——3—
I oy 32T o N T 9, R o a9y
U3t ) = dim (20) "2 2. (-8) = 6
L)% lim f(z) = lim (~22) 2" 2

rz—1— r—1—
PN 32T _
f+(1) - zl—lgl—s—f (.CL‘) - xligl—l-2 =2

Vidime, Ze v bodech —3 a 1 existuji pouze jednostranné derivace.

Definiéni obor f’

2 € (—o0,—3) U (1,

Ziejmé mame f'(z) =< z € (=00, =3) U (1,00)
—2z, x€(-3,1)

A D(f') =R\ {-3,1}.

Piiklad 2 (h)
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11—z, x € (—o0,1)
Definiéni obor f(z) =< (1—-2)(2—12), x€]l,2]

—(2 —x), z € (2,00)
Ziejme D(f) = R.

Derivace f
Na otevienych intervalech spocitame klasicky, krajni body intervalia (kde se fce chova z kazdé strany
jinak) vyfesime zvlast pres jednostranné derivace...

r€(—00,1) = fllz)=0101-2)=-1

ze(1,2) = flla)=((1-2)2-2) =(2-3z+2?) =22-3
re (2,00 = flx)=((-2-2) =1

£ Jim_f'(2) = lim (20— 3) e S |

z—1+

F£(1)°%2 lim f(z) = lim —1=-1
T—1— r—1—
/oy 327 1. N _
f+(2) N rl—lgl—i- f (ZL‘) N zligl—s— 1=1
£22)%2 lim fa) = lim 22 -3)"F 4-3=1
r—2— T—2—

Vidime, Ze v bodech 1,2 vychéazeji jednostranné derivace stejné, tedy tam méa funkce i derivaci.

-1, x € (—o0,1]
Plati: f'(z) =< 2x -3, x€(1,2]
1, x € (2,00).

Defini¢ni obor [’
Ziejmé D(f") = R.
Piiklad 2 (i)

2 i 1
risin 5=, x#0
Definiéni obor f(z) = Ve 7
0, z=0
Ziejmé D(f) = R.

Derivace f

2 €R\{0} — f'(z)= (xQSin\S}E>/:2x-sin\3}5+x2- (m\%)lz

op sin L & 42 1 1y o sin 4 22 -1 1
= 2 - Sl ——= T - COS /=" = 2 - Sl ——= T -COS =" — =
Jx Jx z
1

1
Yz 3 Jx

= 2z sin

1 1 1
14(0) 52 xlir&r fl(z) = Ilir& (256 sin Vi 533% cos \3/5> =0 (0 - om.)
ey 327 1 1N 1 112 Ly
f2(0) "= xl_l{(l)l_f (x) = xl_l)l[l)l_ (2:1; sin 7z g %¢ cos \3/5> =0 (0-om.)
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() = {2$Si1’1§3}5 — %x% cos 3%/5’ x#0

0, T =

Defini¢ni obor f’
Ziejmé D(f") = R.

Priklad 2 (j)
-1, >0

Defini¢ni obor f(z) =

, z <0
Ziejmé D(f) =R.

Derivace f

Opét nejdiive po otevienych intervalech a pak v krajnich bodech zvlast.

r>0 = fl(x)=(-1)=0
r<0 = fl(z)=(1) =

(e}

Pozor: funkce f neni v bodech —1,1 spojita ani zleva a ani zprava. Nelze proto pouzit vétu 3.27 o
jednostranné derivaci. Jednostranné derivace v téchto bodech se proto musi spocist z definice.

poovdet o f(R)—fO) . —1—%

o i T =y S
1

£.(0) dg'hﬁ%_w:hﬁ%_lﬁzoo

Defini¢ni obor f’
D(f) =R

Piiklad 3 (a)

2206 + 20z —42 L . 13205420 152

= lim ——— ==
a—1 x40 — 3z +2 z—1 40239 — 3 37
Piiklad 3 (b)
T —arccoszx !
Jim 2 7 By, VI—a® g
x—0 x x—0 1
Priklad 3 (c)
. 1 1 . x—sinz vH .. 1 —cosx
lim — — —=lim——— = lim - =
=0 xsine  x2 150 zsinz z—0 2z sinz + z2cosz
. 1—coszx x? voaLL 1 1 1
= lim . - = —. - =
=0  x? 2zsinz + z2 cosz 2 3 6
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Kde v rovnosti s VOAL jsme vyfeSili prvni zlomek pomoci znamé limity a druhy zlomek opét pomoci L’H:
x L'H .. 1 1

lim — = lim -
z—02sinx + xcoszx xz—02cosx +cosx —zsinx 3

Priklad 3 (d)
lim z cotan(z)—1
z—0 2
VysSetfeme nejdiive limitu ¢itatele a jmenovatele zvlast, abychom védéli, zda muzeme pouzit I’'Hospitala.

ZL+VOA_L+Sp0j.1 1 1=0

. _ x
lim z cotan(z) — 1 = lim —— cosz — 1
7—0 2—0 sin x

. Spoj.

lim 22 "2 0
z—0

Je splnéna podminka (i) z I'Hospitala, pokud lim,_, % existuje, pak jsou splnény predpok-

lady I'Hospitala a zminéna limita se bude rovnat zadané.

xT

/ . .
I rcotan(z) — 1 ru i (rcotanz —1)° I cotanx — =5 iy COSZSINT —
im ——————— = lim - = lim ——L = lim —————
z—0 x z—0 (x2) z—0 2z z—=0  2xsin“x

V posledni limité ziejmé vychazi %. Zkusme tedy opét pouzit I’'Hospitala.

. . ! .
. coszrsinx —x ry . (coszsinz — x) . —sin?z +cos?x — 1
lim —————— = lim S = lm —— . =
=0  2xsin“x z—0 (2q; sin x) z—0 2sin“ x + 4z sin z cosx

. —sinx
im ——
z—0sinx + 2z cosx

. —92sinx
= lim —; -
z—0 2sinz (sinx 4 2z cos x)

V posledni limité ziejmé vychazi %. Zkusme tedy opét pouzit I’Hospitala.

) —sinz I'H .. (—sinz)’
lim —— = lim — ; =
z—=0sinx + 2xcosx —0 (51n T + 2x cos m)
—cosw spoj. + VoAL  —1 -1

= lim -
z—0cosx + 2cosx — 2z sinz 1+2-0 3

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve vSech piipadech I'Hospitala.

Piiklad 3 (e)

log(1 —
lim log(x) -log(l —z) = lim os( T z)
z—1— r—1—
log(x)
Dale plati.
. 1
lim =00
a—1- |log(z)

Zkusme pouzit I’Hospitala.
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—

’ 1 1-— ! 1— -1, -1 .1 2
lim log(z) - log(1 - 2) % 1im (822D _ yp Bm2) D _ oy 2o log’(a)
z—1— rz—1— ( 1 ) s 1—

log(x) - zlog?(z)

r—1— 1—=z

Posledni limita vychazi 8. Pouzijme I’Hospitala.

-log? log?(z))’ log? 21
i Zl0g%@) L (eedogi@)) L log(x) + 2log(x) _
r—1- 11—z z—1- (1 —uz) pl— ]
= lim —log?(z) — 21 —
lim —log®(z) — 2log(x) = 0

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve v8ech piipadech I’Hospitala.

Piiklad 3 (f)

arcsin 2z — 2 arcsin x

z—0 .’IJS

Ziejmé vychazi %, pouzijme tedy 1'Hospitala.

. . : . 2 2

arcsin 2z — 2 arcsinz 'g . (arcsin 2z — 2 arcsin )’ iy Y142 V22
= lim = lim

x—0 (L‘3 z—0 ($3)’ x—0 3.’1)2

Posledni limita vychazi %. Pouzijme 'Hospitala.

2 2 8x _ 2z 8 _ 2
. 7 Jl—a2 I'H .. 1—422)3 1—22)3 ) 1—422)® 1—-22)3 VoAL + spoj.
iy Y147 2¢1x H o V)t V)t Ve V() 1+ 5poj
x—0 3x x—0 6x z—0 6

1
Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve vSech pripadech I’Hospitala.
¥ . z_9 e}
Priklad 3 (g) lim, o W
Limita vychézi jako 8. Lze tedy pouzit I'Hospitala. Derivovat viak log(1+z) (potencielné nékolikrat)

neni iplné prijemné. D& se tomu v8ak vyhnout vyuzitim znamé limity lim,_,q w =1.

Nize vzdy pti uziti I’Hospitala nastala situace 8.

. ¥ —2+cosx —sinz . 3 et —2+cosx —sinx
lim 3 = lim 3 . 3 =
z—0 log”(1 + z) =0 log”(1 + x) T
VoAL + 7L ;3 . €' —2+4cosx —sinx pg, e¥—sinwz—cosx g, e —cosx+sinw
= 1° - lim 3 = lim 5 = lim =
x—0 X x—0 3x z—0 6x
H e® +sina + cos T spoj. € +0+cos0 1
pry 1m fry = —
x—0 6 6 3

Piriklad 3 (h) lim, o 13 (sin (%) — log (1 + %))
Pouzijeme Heineho. Stadi to tedy vypocitat jako limitu funkce a pak dle Heineho vysledna limita je i
nasi limitou.
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z VOLSF(P) vychéazi 8‘ =

in (L) —1 1+ 1
lim 23 <sin <1> —log <1+1>> — lim sm(x) IOg( + :(:) _
r—roo x T T—00
1

z3
1 1 -1 1 1
I'H COS( ) 2 T 1L 22 . cos (E) T4t .0
= lim — = lim 3 £ = |z VOLSF(P) vychazi —| =
T—00 = T—00 = 0
_an(ly. =l _ _ -1 -1 _gin (L 1
. sin (1) - = (i) . sin (1) + TS L 1 /1
= lim r = lim 5 = lim sl 12 —sin | —
T—00 =3 T—00 b T—00 (1 + 1 x
, x 1sin (1) | VoAL + spoj. +VOLSF(P) + ZL 1
= lim 7 — =T = 00— = =00
.. . . 10g(si2z)
Priklad 3 (i) lim; 0 — 5
log (sin:c) 0l ru Q : I'COS;C%SM T, x~cos:c2—sinx
lim —=*—+ = |z VOLSF (S hézi —| = li z = lim oz z
fiy =" = [# VOLSE (8) vyehiaf | = g = = = liy S
rcosx —sinx OlyrH,. cosx—xsinx —cosx

=lim ——— =

= lim =
=0  2x2sinx

t—0 4dxsinz + 2z2cosx

z VOAL + spoj. vychazi o

—zsinz —sinzx

0
= lim = lim = |z VoOAL + spoj. vychézi —| =
=04z sine + 2x2cosx  2—04sinx + 2z cosx z  8po). vychaz 0
rg .. —Ccosx . —CcoSx VoAL + spoj. -1 1
= lim - = lim - = - = _Z
z—=04cosx +2cosx —2xsinx z—06cosx — 2rsinz 6+2-0-0 6

Priklad 3 (j) lim,_c0 257

= Jim o= Jlim o5 =0

loga:_’oo’yH % 1
N 0]

Priklad 3 (k) lim, 04+ = - logx

1 — ) l i
lim z-logz =10 (—o0)| = lim O%x = ‘oo i —= = lim (—2) =
z—0+ z—0+ > o0 z—0+ -z z—0+
Piiklad 3 (1) limy e 2%
1 , 1
lim —8% = ’f‘ i 2=
r—00 I o0 z—oo 1

Priklad 3 (m) lim, ,~ (7 — 2arctanz) log =
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lim (7 — 2arctanz)logz = |0 oo = lim
_ Q'H% . 2zlog®z |00
= lim ——F = lim ——5 = ‘— =
T—00 —— = z—o0 142 00
log=x ©
: 2log(x)L + 2
:’g‘le i 22085 + 3 vear
o0 T—00 1

V poslednim kroku jsme vyuzili faktu: limg,

T —2arctanz '0

logx

T—r00 =1

1

rr .. 2log?x + 4z log(x)
= lim

T—00

L = lim
2x T—00

= 0 z pfedchoziho prikladu.

b _2'7
I'a . 2
lim — 1tz _

log? T

X

log? z + 2logx B
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